Livret pour la Terminale Spécialité de Mathématiques
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Ce livret met 1’accent sur cing themes fondamentaux pour la spécialité Mathématique de Terminale :
second degré, dérivation, suites, fonction exponentielle et géomeétrie plane (avec les vecteurs et droites du
plan). Un autre theme est assez important : les probabilités.

Pour chacun de ces themes :

- Connaitre le cours (faire des fiches), revoir les exemples et les exercices du cours.

- Refaire les DS, les interrogations et les DM faits pendant I’année et faire les exercices proposés dans ce
document d’abord sans aucune aide, puis si nécessaire avec 1’aide du cours et, en dernier recours, de la
correction.

Penser a 1’aide qu’apporte la calculatrice : maitriser la représentation graphique de fonctions, I’utilisation
du menu statistiques, le calcul des termes d’une suite... Dés que possible, essayer de vérifier les réponses
a I’aide de la calculatrice.

- Il est conseillé de faire une premiére fois les exercices de ce livret (début juillet), puis de les revoir,
s’ils vous ont posé probléme, en aodt.

- Il est conseillé de fractionner le travail (éviter les longues séances de révision : il est préférable de
se concentrer par exemple 30 minutes sur un exercice, sans musique ni téléphone a portée de main).
Certains de ces exercices sont difficiles, il est normal de ne pas savoir tout faire du premier coup !

- Il vous est conseillé de dédier un cahier a votre travail des vacances, en mathématiques ou dans

d’autres matiéres. Vous pourrez ainsi le présenter a vos professeurs a la rentrée pour qu’ils
puissent mesurer vos efforts. Notez aussi vos questions si vous en avez.

Les premiers chapitres de Terminale en spécialité Mathématique concerneront les suites et la dérivation :
terminer les révisions par ces notions.
En fin de livret, on trouvera des élements de correction.
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Second degré : rappels de cours

> Un trindme du second degré peut s’écrire sous deux formes :

o forme développée : f(x) = ax? + bx + ¢

e forme canonique :  f(x) = a(x —a)? + f ouU a et B sont deux réels.
o forme factorisée éventuelle : f(x) = a(x —x;)(x —x,) ou x; et x; sont les racines éventuelles.

» Somme et produit des racines :
Si f admet deux réels x; et x, pour racines, alors :

e Lasommedesracinesest: S =xq +x, = —

e Le produitdesracinesest: P = x1x; =

Q1la

» Représentation graphique ; variations

La courbe représentant f est une parabole de sommet S(a ; §).

Sia > 0, la parabole est tournée vers le haut. On en déduit les variations de f.
Sia < 0, la parabole est tournée vers le bas. On en déduit les variations de f.
La parabole est symétrique par rapport a la droite verticale d’équation x = a.

» Equation du second degré

Les solutions dans R de I’équation ax? + bx + ¢ = 0 (avec a # 0) correspondent aux racines de f.

Méthode :
e Toujours essayer de repérer une factorisation (par un facteur commun ou une identité
remarquable).
e Repérer une racine « évidente », puis calculer 1’autre racine rapidement en utilisant la somme ou
le produit des racines.
e Dans le cas ou on ne remarque rien de particulier, on calcule le discriminant.

Signe de . Forme factorisée : Courbe représsntative de f
A bF A Racines de f def Signe de f(x) pEar | P
—b— \;'E
o=
! Za x |- x x, +oo
: Signe Signe |
A>0 et alx —xi)(x —x) ge Signe dge Signe BE
0 L] dea X ¥
_pedE flx) | dea —a 1 ! 2
X = La parabole coupe |axe des abscisses en
2a __deux points (x;; 0) et (x;; 0).
2
X |-oo T +00
—b Signe
A=0 D a(x —xy)? ge Signe de ) Signe de g
| G o=
La parabole coupe |'axe des abscisses en
son sommet (x,;0).
Y
1 : 3 1 2z
X —0o0 +oo
. Signe
A< 0 .
aucune Ne se factorise pas s Signe de d c
f) J
La parabole ne coupe pas I'axe des
abscisses.
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Exercices

Exercice 1

Soit f une fonction polyndme de degré 2 definie
sur R par f(x) = —x* — 3x + 4.

On admet que pour tout réel x ona:

f(x) = —(x+1,5)% + 6,25 et pour tout réel x
ona:f(x)=—-(x+4)(x—-1).

En utilisant la forme la plus adaptée de f(x),
répondre aux questions suivantes :

1) Résoudre f(x) = 0.
2) Résoudre f(x) = 6,25.
3) Dresser le tableau de variations de f.

Exercice 2

Associer les courbes C;, C,, C; et C, des
fonctions du second degreé suivantes a leur forme
canonique en justifiant.

DA@=Ex-1)*+2
2) fL(x)=—-(x+1)2+2
fs(x)=(Cx+1)2+2

8) f(x) = 5 (x = 1)2 +2

=
| P

Exercice 3

Résoudre les équations suivantes.
a) 2x2+3x—-5=0

b) —5x2+7x—4=0

c) 9x2—18x+9=0

d x2+3x+2=0

: second degré

Exercice 4

Déterminer, lorsque cela est possible, une
expression factorisée des trinbmes de degre 2
suivants :

a) f(x) =x*—3x—10
b) g(x) =3x*—x+7
¢) h(x) = —8x2% + 40x — 50

Exercice 5

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
Ax2+x—2>0

b) —3x2+x—-2<0

c)2x>+3x>0

d)2x2-8<0

Probleme 1

Une entreprise produit de la pate a papier.

On note g la masse de pate produite, exprimée
en tonnes, avec q € [0; 60].

Le co(t de production, en euros, pour une
quantité produite g est

C(q) = q*+ 632q + 1075.

L’entreprise vend toute sa production a un prix a
la tonne fixe. L’activité est a 1’équilibre pour la
production et la vente de 25 tonnes de pate.

a) Déterminer le prix de vente a la tonne.

b) En déduire I’expression du bénéfice en
fonction de q.

c) Dans quel intervalle doit se situer Ila
production pour que I’activité soit rentable ?
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Dérivation : rappels de cours

> Nombre dérivé et tangente :

Par définition, f'(a) = E”&M (i cette limite est un réel) a
f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe g ¥
au point d’abscisse a. Y
On retiendra en particulier « dérivée nulle : tangente horizontale ». \ /
Dans I’exemple ci-contre, f'(3) =0, f'(1) = —1 et f'(-2) = 2. ———— WB\gj 1
L’équation réduite de la tangente a C; au point d’abscisse a est : / IR 'c4
y=f'"(@kx-a)+f(a)
» Dérivées des fonctions usuelles
Fonction usuelle Domaine de définition Domaine de dérivabilité Fonction dérivée
f(x) =k, ouk est Lros
un nombre réel fixé R R 1) =0
f(x)=mx+p R R f'(x)=m
f(x) = x? R R f'(x) =2x
f(x) = x3 R R f'(x) = 3x?
f(x) =x"n€eN{0} R R f'(x) = nx™?
=1 -00; 0[ U ]0; -o0; 0] et ]0; ,
fr) =2 J-0;0[UT0; +eo [ [T-00;0[et]0; +oo Fo0 = -
Jx [0;+ o0 105 +o0] F1) = —
= ; + 00 ; + o0 X)=—F=
fx) =vx ; ; ol
» Dérivées et opérations
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k € R alors :
e Lafonction ku: x — ku(x) est dérivable sur I et (ku)' = ku'.
e Lafonctionu + v:x » u(x) + v(x) est dérivable sur Il et (u + v)' = u' +v'.
e Lafonction uv: x = u(x) X v(x) est dérivable sur I et (uv)' = u'v + uv'.
Soit u et v des fonctions dérivables sur I, v ne s'annulant pas sur I, alors :
! !
o Lafonction2:x — —— est elle aussi dérivable sur I et on a la formule suivante: (1) =-Z
v v(x) v v2
’ Tos ol
o Lafonction2:x — X% est elle aussi dérivable sur I et on a la formule suivante: (3) =7
v v(x) v v2

Soit m et p deux réels. Soit g une fonction dérivable sur I telle que, pour tout x € I, mx +
p € 1. La fonction f:x » g(mx + p) est définie et dérivable sur I et pour tout x €I, on a:

f'(x) =mg'(mx + p)
> Signe de la dérivée et variations

Y Y,

f'(a) <0

1) Si, pour tout x € I, f'(x) = 0, alors f est strictement croissante sur I.

2) Si, pour tout x € I, f'(x) < 0, alors f est strictement décroissante sur I.

3) Si, pour tout x € I, f’(x) = 0, alors f est constante sur I.

Pour déterminer les variations d’une fonction f :
e On calcule la dérivée f'(x) ;
e On étudie le signe de f'(x) ;
e On dresse le tableau de variations de f.

> Extrema d’une fonction - 7—_—\_"“ o

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
Si a est un réel de I’intervalle I mais qui n’est pas une borne de I et si f’ s’annule en a en changeant de
signe alors f admet localement un extremum en a qui est f(a) : on parle d’extremum local.
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Exercices : dérivation

Exercice 1

Sur le graphique ci-dessous, Cr est la représentation graphique
d’une fonction f dérivable sur [—3,25; 1,25].

T est sa tangente au point d’abscisse —3 et T; sa tangente au point
d’abscisse —2 et T, sa tangente au point d’abscisse —1.

1) Lire les valeurs de :

a. f'(—3) et f(—3).
b. f'(—2) et f(—2).
c.f'(—1) et f(—1).

2) Donner les équationsde T ; T; et T,.

3) Sur quel(s) intervalle(s) le nombre dérivé de la fonction est-il &

négatif ?
4) Sur quel(s) intervalle(s) le nombre dérivé de la fonction est-il
positif ?

Exercice 2
Déterminer, en détaillant vos calculs, la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes.
1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2x2 + 3

2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x3(x + 2)

3) Soit h la fonction définie sur |—oo; 0[ U ]0; oo par: h(x) = =

x4

4) Soit [ la fonction définie sur ]—oo; 0[ U ]0; 4+oo[ par : i(x) = xx—";l

Exercice 3

Voici deux courbes dont 1’une représente une fonction f et - d

l’autre sa dérivée f. ] &y
Quelle est la courbe représentant f et quelle est celle , ki |
représentant f' ? ( i 0 1
Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x3 + x%? — x

1) Déterminer f'(x).

2) Etudier le signe de f'(x).

3) En déduire le tableau de variations de f.

4) Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 2.

Exercice 5

Dans chaque cas, déterminer les variations de la fonction f définie par :
1) f(x) = (x — 1)vx pour x € ]0; +oo].

2) f(x) =x+ i pour x € |—oo; 0[ U ]0; +oo].

3) fx)= xil pour x € R

Probleme 2

Soit C; la courbe représentative de la fonction f définie sur R par f(x) = x°.
Soit D la courbe représentative de la fonction g définie sur R par g(x) = 3x — 2.
Soit h est la fonction définie sur R par : h(x) = f(x) — g(x).

1) Déterminer h'(x).

2) Etudier le signe de h'(x).

3) En déduire le tableau de variations de h.

En déduire les positions relatives des courbes C; et D sur [0; +oof.
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Suites : rappels de cours

> Deux modes de génération d’une suite :

= Formule explicite u,, = f(n) avec n entier naturel.
exemple : u,, =n®>—3n alors u, =7>—-3x7 =28

i Ug=a
= Par récurrence {un+1 = f(u,) pour toutn > 0
uO - 5
: =2X5-3= =11...
exemple {unﬂ — 2u, — 3 pour tout n > 0 alors uy =2x5-3=7 u, =11

> Sens de variation d’une suite :

La suite (u,,) est croissante a partir du rang k lorsque pour toutn > k, Uy, =
La suite (u,,) est décroissante a partir du rang k lorsque pour tout n > k, u,,q <
On dit que (u,,) est monotone si elle est croissante (ou décroissante) a partir de son 1°" terme.
Pour montrer qu’une suite est monotone, on calcule u,, .1 — u,, puis on étudie son signe.

> Suites arithmétiques :

Upg =Up+T r est la raison
U, = ug +nr exemple : u, = 50 + 3n suite arithmétique de raison 3 et de terme initial 50
u, =uq; + (n—1)r dans le cas ou le premier terme de la suite est u,

exemple : soit une suite arithmétique de raison 5 telle que u; = 20. Alors u;¢ = uy + 9r = 65.

Lo . . Lo nombre de termes) x (premier terme + dernier terme
Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique = ( )>(p )

2
o n(n+1)
En particulier, 14+2+4+3+--+n = >
» Suites géométriques :
Upy = q XUy q est la raison
U, = uy X q" exemple : u, =4 x 1,5™ suite géométrique de raison 1,5 et de terme initial 4

u, =u; x q*1 dans le cas ou le premier terme est u,

Pour montrer qu’une suite est géométrique, on calcule u,,,.; et on montre que u,.; = g X u,.

nombre de termes

n
Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique : Zui = | premier terme x=—
i=p

1-¢

1-— qu+1

En particulier, 1+ q+q* + -+ q* = -

> Comportement a 1’infini : suite convergente, suite divergente

(u,,) converge vers € lorsque ses termes se rapprochent de plus en plus de € lorsque n devient trés grand.
(u,) diverge lorsqu’elle ne converge pas (soit elle n’a pas de limite, soit elle tend vers +00 ou —).
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Exercices : suite

Exercice 1
(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n

ar:u, =2 calculer u
p svm T n+1’ 5

Exercice 2

(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n

par:u, = (n+5)% + 2.

1) Calculer les trois premiers termes de la suite.

2) Exprimer u,_, en fonction de n.

3) Etablir le sens de variation de la suite (u,,)
en étudiant le signe de la différence

Un+1 — Un.
Exercice 3
(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n
ar: { Uo =3 Calculer t
par : Uy = 2u, — 4 Uq, Uy et us.

Exercice 4
(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n
uO - 3
ar: 1 . Calculer uq, u, et us.
p {U—n+1 = +1 1, Uz 3
Exercice 5
Soit (u,) une suite arithmétique de raison 4 et de
premier terme uy, = 16.
1) Exprimer u, en fonction de n.
2) Calculer uy.

Exercice 6

(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n
par : u,, = n? + 4n. Cette suite est-elle
arithmétique ?

Exercice 7

(u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n
par : u, = 4n + 7. Cette suite est-elle
arithmétique ?

Exercice 8

Soit (u,,) une suite arithmétique telle que us = 9
et uyy = 28.

1) Calculer la raison de cette suite.

2) Quel est le sens de variation de cette suite ?

3) Calculer usy.

Exercice 9

Soit (u,,) une suite géométrique de raison 3 et de
premier terme ugy = 2.

1) Exprimer u, en fonction de n.

2) Calculer us.

Exercice 10

Soit (u,,) une suite géométrique de raison
positive telle que uy = 7 et u, = 28.
Déterminer la raison de cette suite, puis calculer
Us.

Exercice 11

Les premiers termes d’une suite sont : uy = 1,
u, =2etu, =3.

Cette suite peut-elle étre géométrique ?

Exercice 12
Soit (v,,) la suite géométrique de premier terme

v; = 480 et de raison %

1) Calculer v,, v et v,.

2) Pour tout entier naturel n, donner
I’expression de v, en fonction de n.

3) Etudier le sens de variation de la suite (v,).

Probleme 3

Un commercial tres compétent, arrive a vendre

chaque mois 15 Smartphones de plus que le mois

précédent. 1l a commencé son travail en

décembre 2015, avec 20 ventes réussies.

Soit la suite (v,) telle que v, représente le

nombre de Smartphones vendus le mois n de

I’année 2016.

On définit v, = 20.

1) Calculer vy, v, et vs.

2) Quelle est la nature de la suite (v,,) ? Justifier
correctement votre réponse.

3) Exprimer v, en fonction de n et de v,.

4) A partir de quel mois vend-il plus de 200
Smartphones par mois ?

Probleme 4

Un propriétaire propose a partir du 1°" janvier 2015
un appartement dont le montant annuel initial du
loyer est 4 500 €. Ce propriétaire augmente le
loyer annuel chaque année de 3%.

On désigne par Q,, le montant annuel du loyer
pour I’année (2015+n) ; on a donc Q, = 4 500.
a) Calculer Q, et Q,.

b) Donner la nature de la suite (Q,,) ainsi que ses
éléments caractéristiques.

¢) Exprimer @Q,, en fonction de n.

d) En quelle année le loyer dépassera-t-il le
double du loyer initial ? (a I’aide de la
calculatrice).
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Fonction exponentielle rappels de cours

» Définition
L’unique fonction f définie et dérivable sur R tel que f' = fet f(0) = 1 est appelée fonction
exponentielle. On la note exp : x = exp (x)
exp(1) = e . Une valeur approchée de ce nombre est 2,718.
Pour tous les nombres réels x on note exp(x) = e*.

» Propriétés algébriques
Pour tous les réels x et y et pour tout entier relatif n :

_ 1 _ e*
ety =e*x e e*>0 e =~ ey == (e =e™

Pour tous les réels a, la suite (e™%) est une suite géomeétrique de raison e?.

> Etude de la fonction exponentielle ; /
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. /
X —00 0 1 +o0 [ /
He—
e A

> Equations et inéquations
Pour tous réels x et y :
e*=eY o x =y enparticulier e*=1© x=0

e*>eY o x>y enparticulier e*>1 e x>0

» Fonction x » exp(ax + b)

Soient a et b sont des nombres réels, la fonction g : x — exp(ax + b) est dérivable sur R et, pour

tout nombre réel x, g'(x) = a exp(ax + b)

Pour tout x réel, g(x) = e**, Pour tout x réel, h(x) = e~ ** |
avec k réel strictement positif. avec k reéel strictement positif.
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Exercices : fonction exponentielle

Exercice 1
Simplifier les expressions suivantes, ou x désigne un nombre réel.
x 3x—1 —X ¢ 09X
a) i_xX e e) e e:j
b) ed—x f) e* x eSx—z X e
C) (eSx)3 g) e~X % ex
d) (e — (X +1) ¢
) (eSX)Z

Exercice 2

Pour chacune des suites ci-dessous dont on donne le terme général, montrer qu’il s’agit d’une suite
géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

a) (u,) définie pour tout n € N par u,, = e~ "™,

b) (v,) définie pour tout n € N par v, = < 2:;;6711

c) (w,) définie pour tout n € N par w,, = (e~*")~2,

Exercice 3

Résoudre les équations suivantes :
a) e3* 7 =-2

b) (e¥)?—-1=0

C) e 3x+t8 — 55

d) e¥ —e=0

Exercice 4

Résoudre les inéquations suivantes :
1) e*>e

3) e721 <1
4) e—2x+5 _ e8x—3 < 0
5) e* <0

Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, étudier le sens de variation de la fonction.
a) fixp el —4x+7

b) g:x - xe>*

C) hixw

d kixw

eX+1
e*+1

eX+3

. ]
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Géométrie repérée : vecteurs et droites du plan - rappels de cours

Rappels : vecteurs colinéaires :
Deux vecteurs non nuls % et v sont colinéaires lorsqu’il existe un nombre réel k
tel que v = ku.

Caractérisation de la colinéarité
Dans un repére du plan, les vecteurs ﬁ(i) et ﬁ(ii) sont colineaires si et seulement si leurs

coordonnées sont proportionnelles, c’est a dire, si et seulement si leur déterminant est nul.
det (U, v) =xy' —yx' = 0.

Rappels : vecteurs orthogonaux :
Deux vecteurs non nuls % et ¥ sont orthogonaux s’ils ont des directions perpendiculaires.

Caractérisation de ’orthogonalité

Dans un repere du plan, les vecteurs 1‘1(;) et ﬁ(;i) sont orthogonaux si et seulement si leur
produit scalaire est nul, c’est-a-dire : U.v = xx’' + yy' = 0.

Rappels : vecteur directeur et vecteur normal d’une droite :
Soit d une droite et A et B deux points de la droite d.

Un vecteur directeur de la droite d est un vecteur %, non nul, colinéaire au vecteur AB.
Un vecteur normal de la droite d est un vecteur 7, non nul, orthogonal a un vecteur directeur de d.

Rappels : équation cartésienne d’une droite :
L’ensemble des points M (x; y) du plan tels que ax + by + ¢ = 0 avec a, b, c des réels et (a; b) # (0;0)

est une droite (d) de vecteur directeur %(~”) et de vecteur normal 7(%).

Une équation d’une droite (d) de la forme ax + by + ¢ = 0 avec (a; b) # (0; 0) est appelée une
équation cartésienne de la droite (d).

Rappels : équation réduite d’une droite :
e Toute droite du plan non paralléle a I’axe des ordonnées admet une équation réduite de la forme

y = mx + p, ou m et p sont des réels.
Un vecteur directeur de cette droite est ﬁ’(;) ou m est le coefficient directeur (ou pente) de la

droite et p est ’ordonnée a I’origine.

Dans ce cas, le coefficient directeur (ou pente) de la droite (d) passant par les points A et B distincts est :
_YB—ya _ Ay
m=—-=—
Xg—X4g Ax

e Toute droite du plan paralléle a I’axe des ordonnées admet une équation réduite de la forme x = k,

ou k est un réel.

Cette droite admet v ((1)) comme vecteur directeur ; elle n’a ni pente, ni ordonnée a 1’origine.

Rappels : équation cartésienne d’un cercle :

Soit A(x4 ;y4) un point du plan de R un réel strictement positif.

L’ensemble des points M(x ;y) du plan tels que (x —x,)? + (v — y4)? = R® est le cercle C de
centre A et de rayon R.

L’équation (x — x4)% + (y — y,)? = R? est une équation cartésienne du cercle C.
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Exercices : Géométrie repérée, vecteurs et droites du plan

Exercice 1

3 5
On considere les vecteurs < f), v < 35> et w(7).
2 5
1. Les vecteurs 1 et ¥ sont-ils colinéaires ?

2. Les vecteurs u et w sont-ils orthogonaux ?

Exercice 2
1. Soit la droite D passant par le point A(1; 4) et
-2

5 ) Quelle est son

de vecteur directeur u (

équation cartésienne ?

2. Soit la droite A passant par le point B(1; —4)
2

5). Quelle est son

et de vecteur normal 1 (

équation cartésienne ?

3. Tracer les droites D et A dans le repere ci-
dessous. Placer aussi les points A et B ainsi
qu’un représentant des vecteurs U et 7.

Y

.
I

=

Exercice 3

1. Déterminer un vecteur directeur u et un vecteur
normal v de la droite d dont une équation
cartésienneest —3x+2y+1=0

2. Quelle est I’équation réduite de cette droite ?

Le point A(5 ; —7) appartient-il a d ? Justifier.

4. Déterminer les coordonnées du point E,
intersection de d et de I’axe des abscisses.

5. Déterminer une équation cartésienne de la droite
d’, perpendiculaire a d et passant par A.

w

Exercice 4

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;
1,7), on donne les points A(—3; 1) et B(2 ; -2)
ainsi que la droite d d’équation cartésienne

3x—-4y-5=0.
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite
(AB).

2. Justifier que les droites d et (AB) sont sécantes
puis donner les coordonnées de leur point
d’intersection.

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite
A parallele a la droite d et passant par
C(-1; =3).

Exercice 5
Dans le plan muni d'un repére (O: [ ;J) orthonormé, on con-
sidére le cercle € de centre K(3;—1) et de rayon 5.

1. Déterminer I'équation cartésienne du cercle €.

2. Parmi les points ci-dessous, lesquels appartiennent au

cercle € :
(8 290 9 2
.‘1(*1.2) ‘\(;Z*T) : [‘)(;Zj)
5 5 D)

Probleme 5

Dans le plan muni d'un repére (O;1:;J). on considére les

trois points: A(—3:2) B(3:5) C(2;2)

1. Déterminer les coordonnées du pied H de la hauteur du
triangle ABC' issue du sommet ',

2. Déterminer aire du triangle ABC.
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Probabilités : rappels de cours
On considére une loi de probabilité P définie sur un univers (.

» Probabilités conditionnelles
A et B sont deux événements avec P(A) # 0.
P(ANB)

e La probabilité de B sachant A est: P,(B) = )
e P,(B)=1—-P4B)etP(ANB) =P(A) X P,(B)

> Représentation a 1’aide d’un arbre ou d’un tableau

ANB —
P, (B B B B Total

A P(ANB) P(AnB) | P(4)

P(4) PA(B) = AnB A | P@AnB) | PANB) | P(A)
Total | P(B) P(B) !
% B ANB
P(4)

P+(B) B ANB
1) la somme des probabilités des branches issues d'un méme
événement est toujours égale a 1.
2) la probabilite de AnB est obtenue en multipliant les
probabilités le long des branches aboutissant & B et passant par A.

» Formule des probabilités totales
Si A, A,, ... A, constitue une partition de l'univers 2 et P(A4;) # 0
pour tout i = 1, ..., n, alors, pour tout événement B, on a:
P(B)=P(A,NB)+ -+ P(4,NB)
=P(Ay) X Py, (B)+ ..+ P(A,) X Py (B)

» Indépendance de deux événements
e Ondit que les événements A et B sont indépendantssi: P(AN B) = P(A) x P(B).
e SiP(A) # 0,0na: A et B sont indépendants si et seulement si P,(B) = P(B).

» Variable aléatoire

o Définition : Soit une expérience aléatoire dont 1’univers est I’ensemble fini 0.
Une variable aléatoire, notée X, est une fonction définie sur 2 a valeurs dans R, qui a
chaque issue de £2, associe un nombre réel.

e Soit une expérience aléatoire dont I’univers est I’ensemble fini 0.
Soit X une variable aléatoire discréte définie sur 2 et prenant les valeurs {x;; x5; ...; X, }.
On définit la loi de probabilité de X quand a chaque valeur x; (1 < i < n), on associe la
probabilité de 1 événement {X = x;}. . X % X
On peut donc établir le tableau suivant :|—p - x) | PX=x) | PK=x) | .. | PX = )

e L’espérance de la variable aléatoire X, notée E(X), est le nombre réel défini par :
n

E(X) = p1x1 +P2X2 + -+ DXy = z PiX;
i=1
e Lavariance de la variable aléatoire X, notée V(X), est le nombre réel défini par :
n

2 2 2 2
VOO = pa (1 — ECO)” + py(2 = EQO)” + -+ po(a — EX) = > pu(x; — ECX)
i=1
e [’écart-type de la variable aléatoire X, notée a(X), est le nombre réel défini par :

o(X) = JV(X)
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Exercices : probabilités

Exercice 1

Une association sportive organise une grande loterie. Les 2 000 billets vendus sont numérotés de 1 a
2 000.
Parmi tous ces billets :
- Un billet rapporte un lot de 1 200 € (¢ est le plus gros lot);
- Quatre billets rapportent chacun un lot de 200 €.
- Dix billets rapportent chacun un lot de 50 €.
- Tous les autres billets ne rapportent rien.
Le prix du billet est fixé a 2 €. Les billets achetés sont choisis au hasard.
X est la variable aléatoire qui donne le gain algébrique de 1’acheteur d’un billet.
1) Donner la loi de probabilité de X ?
2) Déterminer I’espérance E (X), arrondie au centiéme, puis interpréter la valeur obtenue.
3) Au lieu de rapporter 1 200 €, combien doit rapporter le plus gros lot afin que le jeu soit équitable ?

Exercice 2 0,6 B
On considere 1’arbre pondéré ci-contre. A <

Le compléter puis calculer : 0,9 —
1) P(AnB). -~ B
2) P(B).

3) P(AUB). =~ B
4) Pg(A). On arrondira a 1072, A <
Exercice 3 02 5

Une jardinerie vend de jeunes plants d’arbres qui proviennent de trois horticulteurs : 35% des plants
proviennent de 1’horticulteur H;, 25% de I’horticulteur H, et le reste de I’horticulteur H;. Chaque
horticulteur livre deux catégories d’arbres : des coniferes et des arbres a feuilles.

Le livraison de I’horticulteur H;comporte 80% de coniferes alors que celle de I’horticulteur H, n’en
comporte que 50% et celle de I’horticulteur H; seulement 30%.

Le gérant de la jardinerie choisit un arbre au hasard dans son stock.

On envisage les événements suivants : H; : « I’arbre choisi a été acheté chez I’horticulteur H; »,
H, : « I’arbre choisi a été acheté chez I’horticulteur H, »,
H; : « I’arbre choisi a été acheté chez I’horticulteur Hz »,
C : «I’arbre choisi est un conifere »
F : «1’arbre choisi est un arbre feuillu ».

Construire un arbre pondéré traduisant la situation.

Calculer la probabilité que 1’arbre choisi soit un conifére acheté chez I’horticulteur H;.

Justifier que la probabilité de 1’événement C est égale a 0,525.

L’arbre choisi est un conifere. Quelle est la probabilité qu’il ait été acheté chez I’horticulteur H; ?
On arrondiraa 1073,

oo

. ]
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Eléments de correction

Exercices : second degré

Exercice 1

DNf)=0e—-(x+4)x-1)=0sx+4)(x-1)=0=x+4=00ux—1=0
f)=0ox=—-4oux=1S5={-4;1}

2)f(x) =625 —(x+1,5)2+625=625 —(x+ 1,52 =0 (x+ 1,52 =0x+15=0
fx)=625x=-15eS5 ={-1,5}

3) f est une fonction polyndme de degré 2 telle que : f(x) = —(x + 1,5)2 + 6,25aveca = —1;a = —1,5¢etf =

6,25 .

Comme a = —1 < 0, f est strictement croissante sur |—co ; —1,5] et strictement décroissante sur [—1,5 ; +oo.
f admet un maximum B = 6,25 atteinten x = —1,5.

On obtient le tableau de variations suivant : X —0o0 —1,5 +0o0

2
Variations de f / 6.25 \

Exercice 2
Dans chaque cas, on a |*écriture flx) = a(x — o)’ + P.
° On regarde si la parabole est tournée vers le haut (a > 0) ou vers le bas (¢ < 0). C; est la seule tournée
vers le bas et > a pour coefficient @ le nombre —1. Donc C; représente f5.
° Le sommet de la parabole est S(c. ; B). Pour f;, on obtient S3(—1 ; 2). C’est done C4 qui représente fi.
“ Pour les deux paraboles restantes, le sommet est le meme (de coordonnees (-1 ; 2)) ; 1l faut done les
distinguer autrement, par exemple en calculant f{0): f; (0) = 3. C’est donc C; qui représente fi. On en
déduit que C, représente f;.

Remargue : il y a ’auires fagons de faire ; on peut, par exemple. calculer I'image de 0,5 par chacune des fonctions et regarder
quelle courbe passe par le point de coordonnées (0.5 : f0,5))

Exercice 3

a) 2x2+3x—-5=0
2x% +3x—5 est un trindme et 1 en est une solution évidente donc il admet une deuxiéme racine
(éventuellement égale a la premiére).

En utilisant le produit des racines, P =1 X x, = x, = 2 = _75 = —2,5, donc I’équation admet deux solutions
réelles distinctes : S = {—2,5; 1}.
Ou méthode avec le discriminant : A=3? —4x2x(=5) =9+ 40 = 49.

A> 0 I’équation admet 2 solutions réelles distinctes :

—-b—JA -3-y49 -3-7 10
X1 = = = =—-——=-25¢etx, =
2a 2%2 4 4

—b+VA _ —-3+4/49 _ —3+7 _
T o2x2 T a4

2=1 s={-25;1}.

b) —5x2+7x—4=0
A= b?—4ac =7% — 4 x (=5) X (—4) =49 — 80 = —31.
A< 0 I’équation n’admet aucune solution réelle S = @.

c) 9x2—18x+9=04:)(3x)2—2><3x><3+32=0(:>(3x—3)2=0<:>3x—3=0<:)x=§=1

Ou méthode avec le discriminant : A= (—18)?—4x9x9=324—324=0
A= 0 alors I’équation admet une unique solution réelle : x, = ;—2 = % = % =1. S={1}.

d x2+3x+2=0
x% 4+ 3x+2 est un trinéme et —1 en est une solution évidente donc il admet une deuxiéme racine
(éventuellement égale a la premiere).
En utilisant le produit des racines, P = =1 X x, © —x, = %@xz = —% = —2, donc I’équation admet deux
solutions réelles distinctes : S = {—2; —1}.
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Ou méthode avec le discriminant : A=32-4x1%x2=9-8=1
A> 0 I’équation admet 2 solutions réelles distinctes :

Xy = choVE 3T _Z3-1 4,0 X, = VB 3T 342 ={-2;-1}
2a 2x1 2 2 2a 2x1 2 2
Exercice 4
a) A= (—3)2 — 4 x 1 x (—10) = 9 + 40 = 49
A> 0 f(x) est factorisable et s’écrit : f(x) = a(x — x1)(x — x,) avec :
-b—VA _ 3-49 _ 3-7 —b+VA _ 3449 _ 3+7 _ 10
X1 = = = — ——:—Zetz— =——_=_—=9§
2a 2x1 2 2 2a 2x1 2 2
Donc f(x) = (x + 2)(x = 5).
b) A= (—1)?2 —4x3x7=1-—84=—83.A< 0, g(x) ne se factorise pas.
¢) A= 402 — 4 x (—8) X (=50) = 1600 — 1600 = 0
— . b4 L — _ 2 _ - —-40 ;4‘0
A= 0, h(x) est factorisable et s’écrit : h(x) = a(x — x)* avec x, = Ze = 8 = 16 = 2,5.

Donc h(x) = —8(x — 2,5)?
Exercice 5

Meéthode : On calcule A, on cherche les racines eventuelles, on fait le tableau de signes et on lit les
solutions de 'inéquation dans le tableau.

DA=9; x=-2 et x»=1 ;signedea «al’extérieur des racines » (a =1) :
$1=]oo;2[ v ]1; o9

2) A=-23: le trindbme n’a pas de racine; il a le signe de @ pour tout réel x.
a=-3, 1ont. pour tout x, 3x" +x—2<0. s =90 foo|
: i 3
3) Par factorisation (ou calculde A): x;=0 et x» = ==
3
signe de a « a extérieur des racines » (a =2);  s3=|-%; —3] U [0 ; +oof

\ 2 2 . T ror .
4H2x -8=0=x =4 & x=-2oux = 2.signe de a « a 'extérieur des racines » (a = 2) ;
$¢=1-2:2[

Probléme 1
a) « L’entreprise vend toute sa production a un prix a la tonne fixe. L’activité est a 1’équilibre pour la production et
la vente de 25 tonnes de pate. »

Donc le prix de vente a la tonne est donné par :

C(25) _ 25%4+632x25+1075 _ 625+15800+1075 _ 17 500
25 25 - 25 T 25

b) Soit B(q) I’expression du bénéfice en fonction de g, avec q € [0; 60].

B(q) = R(q) — C(q) = 700q — (q% + 632q + 1075) = 700q — q> — 632q — 1075

B(q) = —q* + 68q — 1075

=700 Le prix de vente a la tonne est 700 €.

c) Répondre a cette question revient a résoudre 1’inéquation B(q) > 0 c’est-a-dire
—q?+ 68q — 1075 > 0.
A= 68%2 — 4 x (1) X (—1075) = 324, A> 0, le trinbme admet deux racines réelles :
—68—324 _ —68-18 _ —68+y324 _ —68+18 _ 50

=50 -2 S =43etgy = 2x(-1) —2 2 =25
B admet le tableau de signes suwant : q 0 o 43 60
Ainsi . o ) Signe
insi, les solutions de I’inéquation —q~ + 68q — 1075 > 0 q 0 0
sont : § = ]25; 43| € - + -
B(q)

Pour que I’activité soit rentable, la production doit se situer dans I’intervalle |25; 43].
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Exercices : dérivation

Exercice 1
1) a.f'(-3) =9etf(-3)=-2.
b.f'(—=2) =0etf(—2) = 2.
c.f'(-1) =-3etf(-1)=0.
2) L’équation réduite de la tangente T a Cy au point d’abscisse —3 est :
=f'(-3)(x-(-3))+f(-3)=9(x+3)—2=9x+27 —2=9x+25

L’équation réduite de la tangente T; a Cy au point d’abscisse —2 est :
y=f'"(-2)(x—(-2)+f(-2)=0(x+2)+2=2

L’équation réduite de la tangente T, a Cr au point d’abscisse —1 est :
y=f'DE-CED)+f-1D)=-3x+1)+0=-3x-3

3) Le nombre dérivé est négatif sur ] -2 ; O[ (car f décroit sur cet intervalle)
4) Le nombre dérivé est positif sur |- oo ; - 2[ et sur ]0; 4+oo[ (car f est croissante sur ces intervalles)

Exercice 2

1) f'(x) =4x

2) g'(x) = 4x3 + 6x*

3) W(x)= —i

4) l (x) — -X —2x — _i;Z
Exercice 3

On utilise le théoréme du cours liant le signe de la dérivée et les variations de la fonction.

° C; est au-dessus de 1’axe des abscisses sur I’intervalle |- oo ; —0,5] et sur [0 ;0,5] donc f; est positive
sur ces intervalles ; d’autre part f, est croissante sur ces intervalles.

° C, est au-dessous de I’axe des abscisses sur I’intervalle [-0,5 ; 0] et sur [0,5; +oo[ donc f; est négative
sur ces intervalles ; d’autre part f, est décroissante sur ces intervalles.

On peut donc en conclure que C, représente f et C; représente f °.

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x3 + x%? — x
1) f'(x) =3x%+ 2x — 1.

2)

. : 1
A=16donc A>0etil ya deux racines : x; =—1 et =3

Le trindbme 3x™ + 2x — 1 a le signe de a (a = 3) « a I’extérieur des racines ».
3)

oY [

X | = |

sione de f£'(x) 0 |

variations de f / \ - //

5
o

"

s |

4) f(2)=23+22-2=8+4-2=10etf'(2Q)=3%x2242%x2—-1=12+4—-1=15
L’équation réduite de la tangente a Cr au point d’abscisse 2 est :
y=f"2)(x-2)+f(2)=15(x—-2)+10 = 15x —30 + 10 = 15x — 20
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Exercice 5

1).f )= 2\];1 ......_/'es{ décroissante sur |0 ; %J et croissante sur [% 3+ oo
2D (x)=1 —;lr = %;—l ..... festdécroissante sur [ —1; O] et sur |0 ; 1] et fest croissante sur | —o0; —1] et
sur [1 ; +oof
I . .
3= ?:4‘_1}'5 ..... fest croissante sur |- ; 0] et décroissante sur [0 ; + oo
Probleme 2
1) A'(x)=3x’—3=3x*-1)=3x—-1D(x+1)
2) et3)
h'(x) s’annule pour :3(x —1)(x+1)=0x—1=o0ux+1=0

Sx=1 ou x=-1
On obtient le tableau de signes suivant :

x —o0 -1 1 40
Signedex — 1 — + n m > 0 donc 741
Signede x + 1 _ _ 0 + m > 0 donc 1

Signe de h'(x) + - +

Variations de h /4 \0 /

Pour tout x € [0; 1] : h(x) = f(x) — g(x) > 0,donc f(x) > g(x) et C; est au-dessus de D.
Pour tout x € |1; +oo[ : h(x) = f(x) — g(x) > 0,donc f(x) > g(x) et Cy est au-dessus de D.
Pour x = 1: h(x) = f(x) — g(x) = 0, donc C et D sont sécantes au point d’abscisse 1.

e —
Page 17
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Exercices : suite

Exercicel wu,=231-1
5+1 6
Exercice 2
1) upo=(0+5)?2*+2=27 u; =(1+5)>+2=38 u, =(2+5)?%+2=51

1) un+1=((n+1)+5)2+2=(n+6)2+2=n2+12n+36+2=n2+12n+38
2) Uppy— U, =n?+12n+38—(n+5)>—2=n?+12n+38— (n? + 10n + 25) — 2
Upp1 — U, =N2+12n+38—n? —10n—25-2=2n+11

Pour tout entier naturel n, u,;; —u, = 2n+ 11
Ainsi, pour entier naturel n, u,,; — u, > 0 et la suite (u,) est croissante.

Exercice 3

U =2XUy—4=2%X3—-4=6—-4=2
Uy =2XU —4=2%X2—-4=4—-4=0
U3 =2 XUy —4=2X0—4=—4

Exercice 4

4 7 11
23] 3’ > 4° U3 7
Exercice 5

1) Pourtout € N, u, = uy+nr =16 + 4n.
2) ug=16+4x6=16+24=140.

Exercice 6

On calcule les trois premiers termes, par exemple :

Uy =0 U =124+4x1=1+4+4=5 U, =2*4+4x2=4+8=12
Calculons les différences :

U —uy=5-0=5 U, —u, =12-5=7 doncu; —up # uy; —uy

Ainsi, la suite (u,) n’est pas arithmétique.

Exercice 7
Pourtoutn €N, uyyq —up, =4+ D +7-4n+7)=4n+4+7—-4n—-7=4
Donc la suite (u,) est arithmétique de raison 4 et de premier terme uy =4 X047 = 7.

Exercice 8
Soit (u,) une suite arithmétique telle que us = 9 et u,, = 28.
1) Pourtout € N, u,, = uy + nr.

Uus=9uy+5r=9cu, =9 —->5r
uzo=28<=>u0+207‘=28<=>u0=28—207”
Ainsi,9—5r=28—20r<:>—5r+20r=28—9(:)15r=19(:>r=1—z

. . L. . 19 . .
2) (u,,) est une suite arithmétique de raison r = rid 0 donc la suite (u,,) est croissante.

3) Méthode I : Pour tout € N, u,, = ug + nr.

u5=9(:)u0+5r=9(:)u0=9—5r=9—5><g=9—§=§

Doncu50=§+50x§=66.

Méthode 2 : Pour toutn € N et pour toutp € N: u,, = u, + (n —p)r
uso = us + (50 —5) = = 9+ 45 X — = 66
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Exercice 9
1) Pourtout € N, u,, = uygq™ =2 x 3"
2) u; =uyq® =2x33=054,

Exercice 10

Soit (u,,) une suite géométrique de raison positive telle que uy, = 7 et u, = 28.
Déterminer la raison de cette suite, puis calculer us.

Pour tout € N, u,, = upq" =7 x q"

U, =2807xq? =280 =2=4

Comme q est positif on en déduit que ¢ = V4 = 2

us =7 x 2% =224

Exercice 11

2 3 .. . , L -
H=Z=2et=2=2=15donc = % -2 Ainsi, la suite (u,) n’est pas géométrique.
Ug 1 Uy 2 Ug Uy

Exercice 12
1)V2:V1><q=480><2l=240 ; va=120 ; va=060.
2) Pour tout entier naturel n, vqa =v1 x q"~* =480 x 5
+ _ — —
3) Vi1 — Vin = 480 x G)(” D=1 40« @” 1_ 480 x @” _ 480 x (1)” 1
2 2 2 2
a0 (AL Caeo (AL (D) -
—480><(2) (2—1)—480x(2) x(—z)——240x(2)
1I\n-1 1 . .
—240<0et (5) >0 (car 5> 0 et ses puissances aussi).
Donc, pour tout entier naturel n, vn+1 —Vvn <0 et la suite est décroissante.
Probleme 3
1)

v =v,+15=20+15=35 ; v, =v;+15=35+15=50 ; v3=v,+15=50+15=65

2) v,4q représente le nombre de Smartphones vendus le mois n + 1 de I’année 2016 or ce commercial
arrive a vendre chaque mois 15 Smartphones de plus que le mois précédent. Donc : v,,,, = v, + 15.
Ainsi, la suite (v,,) est arithmétique de raison r = 15 et de premier terme v, = 20.

3) Lasuite (v,) est arithmétique de raison r = 15 et de premier terme v, = 20 donc :
Pourtoutn € N, v, = vy + nr

|v, = 20 + 157

4) Pourtoutn € N,onpose: v, >200 <20+ 15n>20015n>180n >%@ n>12
Donc a partir du mois de janvier 2017 il vend plus de 200 Smartphones par mois.

Probleme 4
a)Q=4500x1,03=4635€ et Q,=40635x1,03=4774,05€.

b) La suite (Q,) est une suite géométrique de raison q = 1,03 et de terme initial Q, =4 500.
¢) Pour toutn € N, Q, = Qq x q", donc Q, =4 500 x 1,03".

d) On cherche le plus petit entier N tel que 4 500 x 1,03" > 9 000. On trouve N = 24.
2015 +24 =2039 donc le lover dépassera le double du lover initial en 2039.
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Exercices : fonction exponentielle

Exercice 1

a) e* x e3x—1 — ex+3x—1 — e4x—1
b) :‘:; — g X—(4=X) = p—x—4+x
C) (eSx)3 = @2X%X3 — o15x

d) (e*—1D(e*+1)=(e¥)*—12=e2* -1

e—Xxe‘)X e—x+9x eBx

4

=e

— p8x—3x _— eSx

e) e3% = e3x T g3x
f) ex X eSx—Z X e = ex+5x—2+1 — e6x—1

—-X

e —x—(7— —x— -
g) 7_x><ex:ex(7 x)Xex:ex7+x+x:e 7+x

eX+4 eX+4 _ _
h) — — ex+4 6x — e 5x+4

(e3%)2 ~  gbx

Exercice 2

a) (u,) définie pour toutn € N paru,, = e™ "™,
Pour toutn € N: u,, = e”’™. donc la suite (u,) est géométrique de raison g = e~ et de premier
termeuy = e 70 =% =1,

Lo . e—znxe7n
b) (v,) définie pour tout n € N par v, = —=
e 2Ny 7N e—2n+7n esn 5n—3n mn .
Pour tout n€N : v, =—F—=—5—=—7=e =e“". donc la suite (v,) est

géométrique de raison g = e? et de premier terme v, = e2*% = % = 1.

c) (w,) définie pour tout n € N par w,, = (e~*")~2,
Pour toutn € N:w, = (e™#")72 = ¢=4"*(=2) = ¢87 donc la suite (w,) est géométrique de
raison g = e® et de premier terme w, = e8%0 = ¢0 =1,

Exercice 3

a) e3* 7 =-2 or pour toutx € Re3*77 > 0 donc S = @.

b) (e¥)?—1=0e¥*=1ce?*=ec2x=02x=0 donc S = {0}.

c) e‘3x+8=e‘5=}—3x+8=—5(:)—3x=—13<:>x=13—3 doncS={§}.
d) e¥ —e=0oe —ecer zeloxl=1ox=-1loux=1 donc S = {-1;1}.
Exercice 4

Q) e¥>eoe*>elox>1 carlafonction exponentielle est strictement croissante sur R.
L’ensemble des solutions de I'inéquation est S = |1; +oo[.
b) e3**1 > e?*o —3x+1 >4 carlafonction exponentielle est strictement croissante sur R.
& -3x>3ox<K -1
L’ensemble des solutions de 'inéquation est § = |—o0; —1].
c) e”* 2l < 1oe”* 21 < %< 7x — 21 < 0 car la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R.
©7x<2lex<3
L’ensemble des solutions de 'inéquation est § = |—o0; 3[.
d) e 25 — 843 L 0 @ e ™25 ¢ 83 & — 2x + 5 < 8x — 3 car la fonction exponentielle est
strictement croissante sur R.

©—-2x—8x<-5-3-10x<-8x>08
L’ensemble des solutions de 'inéquation est S = [0,8; +oo[

e) e*<0 orpourtoutx € Re* >0 donc S = @.
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Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, étudier le sens de variation de la fonction.

a) fixo el —4x+7

f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et f'(x) = 4 e***1 — 4 = 4(e***1 - 1),
pour tout réel x.

On obtient le signe de f'(x) en résolvant I’inéquation 4(e***1 — 1) > 0.

4e*t D> 0ePl_1>00ePtl > 1oetl > %< 4x +1 >0 carlafonction exponentielle

1 est strictement croissante sur
ex>7 R.
Ainsi on obtient le tableau de variation suivant :
X —00 _Tl +00 .
Signe de ' (x) _ 0 n f(E)=e"T " —ax(F)+7=141+47=09
Variations de f \ 9 /

b) g:x - xed*

g estdela forme u X v avec, pour toutréel x, u(x) = x etv(x) = e>*
g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.
Pour tout réel x, ulx) = x et v(x) = e5*

Donc u(x)=1 et v'(x)=5e%*

Etg'(x) = u' (x)v(x) + v'(x)u(x) = 1 x e + 5e>* x x = (5x + 1 )e>*

Pour tout x € R, e>* > 0 donc g’ (x) est du méme signe que 5x + 1 sur R.

Or5x+1>0=>5x>—1=>x>—§.
Ainsi, on obtient le tableau de variation suivant :

1
X —00 —_— +oo
5 (_1) _ _leSX(—é) _ _16_1
Signe de g'(x) — 0 + 9 5/ 5§ -
Variations de g \ —%e‘l /

) hixw ——

La fonction h est définie et dérivable sur R. (car e* > 0 pour tout x réels)
1 .

h est de la forme ~ave, pour tout réelx, v(x) = e*+1et v'(x) =e*

Eth'(x) =

v'(x) e*

@) (ex+1)2
Pour tout x € R, —e* < 0 et (e* + 1)2 > 0 donc h'(x) est strictement négative sur R, et la fonction
h est strictement décroissante sur R.

e*+1
d) k:xwe
) eX+3

k est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R.
k est de la forme % avec, pour toutréel x, u(x) = e*+1 et v(x) =e*+3

Donc u'(x) =e* et v'(x)=e*

u ) —u)v'(x) _ e*x(eX+3)-(e*+1)xe* (e*+3—e*-1)xe* 2%
(v(x))? o (e*+3)? o (ex+3)? T (e*+3)?

Etk'(x) =

Pour tout x € R, 2e* > 0 et (e* + 3)? > 0 donc k’(x) est strictement positive sur R, et la fonction k
est strictement croissante sur R.
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Exercices : Géométrie repérée, vecteurs et droites du plan

Exercice 1
_3 5
1. det(i,v) = |, 2 é =-3x (- E) —1x2=2_2%2 0. Donc ces vecteurs sont colinéaires.
i 5 2 99 273 6 6
2 9
Uw = —% x (=2) +%>< 3=3 +§ #0 donc les vecteurs # et W ne sont pas orthogonaux.
Exercice 2 ' b
1. Soit M(x ; y) un point du plan. 3. '
—(x—1 (= o =
MeD e AM (y _ 4) etu( 5 ) sont colineaires '

& det(AM ;1) = 0
©5x-1)-(-2)y-49 =0
©5x—-5+2y—-8=0 A
©5x+2y—-13=0

Une équation cartésienne de D est 5x + 2y —13 =0 \

2. Soit M(x ; y) un point du plan. '

MeA & BM y+4
& BM.#i=0
©2(x-1)+5@+4)=0
©2x—2+5y+20=0
©2x+5y+18=0

Une équation cartésienne de A4 est 2x + 5y +18 =0

( ) etn (5) sont orthogonaux

Exercice 3
1. Ladroite d’équation—3x + 2y + 1 = 0 admet pour vecteur directeur le vecteur ﬂ(:;) et pour
5 (-3
vecteur normal 7(7’)
3 1 . ) 2 : e :
2. -3x+2y+1=0y= 5% —5 quiest I’équation réduite de cette droite.
3. A(5;—7) appartient a d si et seulement si ses coordonnées vérifient I'’équation de d.

Or—-3x5+4+2x%x(-7)+1=-15—-14+1 =0 doncA ¢d
4. E appartient a I’axe des abscisses donc son ordonnée est nulle.

E(xp;0)cde —3x,+2%X0+1=0 —3x;= -1 & xE=§

donc E(5 ; 0) T o ‘
5. Ladroite d’ est perpendiculaire a d donc elle admet le vecteur @ comme = 2 ' & 1 2 3 & 3

vecteur normal et son équation est de la forme —2x —3y +c¢c =10 A . ‘

Deplus, A(5;-7) ed

©-2X5-3%X(-7)+c=0

© —-10+21+c¢c=0 © c=-11

Ainsi une équation cartésienne de d’ est —2x — 3y — 11 =0 et

une autre équation, plus simple, 2x + 3y +11 =0

On peut vérifier toutes nos réponses en tracant les droites et
vecteurs dans un repere :

Exercice 4

1. BA (_(1_32_5)) donc BA(7)
La droite (AB) admet le vecteur BA comme vecteur directeur donc une équation cartésienne est de la
forme3x +5y+c=0
EtA e(AB)donc 3 X (=3)+5Xx14+¢c=0 & c=4
Ainsi une équation cartésienne de la droite (AB) est3x + 5y +4 =0
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2. d a pour équation cartésienne 3x - 4y - 5 = 0 donc elle admet comme vecteur directeur #(}) qui

n’est pas colinéaire 2 AB(%,). Ainsi les droites d et (AB) ne sont pas paralléles.
Leur point d’intersection est le point dont les coordonneées vérifient le systéme :
3x+5y+4=0

&) {3x —4y-5=0 on peut le résoudre par combinaisons linéaires en soustrayant les deux

équations :
{3x+5y+4=0©{3x+5y+4=0@{3x+5x(—1)+4=0@ le

y=-1
Le point d’intersection de d et de (AB) est le point de coordonnées (§ ;—1)
3. Aest paralléle a d d’équation cartésienne 3x - 4y - 5 = 0 donc elle admet le méme vecteur
directeur et son equation estde laforme 3x - 4y +c = 0
Or C(-1; 3)ede 3x(-1)-4%x(-3)+c =0 © c=-9
Donc I’équationde 4 est:3x- 4y —9 = 0

Exercice 5

1. L’équation cartésienne du cercle ~ de centre K et de rayon R est de la forme :
(x —xx)?+ (y—vyg)? =R? donc,ici: (x —3)>+ (y +1)2 = 25

2. Un point appartient a un cercle si et seulement si ses coordonnées vérifient 1’équation du cercle.
Pour M(—1;2):(-1-3)2+(2+1)?=16+9=25doncM € ~

8 29, .(8 2 29 2 7. 24\% _ 49 576 _ 625 _ ,
PourN(E,—?).(E—B) +(—?+1) =(=3) +(—?) = E—E—ZSdoncNe/

9 2, .(9 2 1 2 6)2 7\? 36 49 85 17 .
POUI’P(E ,g) . (5—3) +(E+1) = (_E) +(E) :E-I_E:E:? =z25doncP & ~
Probléme 5
1. On chercher les équations de (AB) et de la hauteur car H est I’intersection de ces deux droites.
* AB(*;5;”) donc AB(5)
La hauteur (HC) admet le vecteur AB comme vecteur normal donc elle admet une équation
cartésienne de la forme 6x + 3y +c =0
EtC e (HC)donc 6X2+4+3%x24+c=0 & c=-18
Ainsi, la hauteur issue de C a pour équation cartésienne 6x + 3y — 18 =0
e Ladroite (AB) admet le vecteur AB comme vecteur directeur donc elle admet une équation
cartésienne de laforme 3x —6y +c =10
EtA e (AB)donc 3x (-3)—6x2+c=0 & c=21
Ainsi (AB) a pour équation cartésienne 3x — 6y + 21 =0
e H estl'intersection des droites (AB) et (HC), ses coordonnées vérifient le systeme :
3x—6y+21=0 x—2y+7=0
(S){6x+3y—18=0 {2x+y—6=0
résoudre par substitution).

(on pouvait simplifier les équations pour

@{xz @{szy—7 @{x=2y—7 @{x=2y—7
2( )+y—6=0 4y —14+y—-6=0 5y —-20=0 y=4%
x=2%x4-7=1
{ y=4

Donc le pied de la hauteur issue de C dans le triangle ABC est H(1 ; 4).

2. Aire(ABC) = 222

On calcule AB = ||AB|| = v/62 + 32 = V45 = 3¢5
et CH = \/(xy — x¢)? + (g — yc)* = (1 = 2)2 + (4 - 2)* =5
Aire(ABC) = 255 _ 18

2 2
L’aire du triangle ABC est 7,5.
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Exercices : probabilités

Exercice 1

1) X estla variable aléatoire qui donne le gain algébrique de I’acheteur d’un billet.
Cette variable aléatoire prend les valeurs :

—2;48;198 et1198. _ _ x;en € -2 48 198 1198
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est 1985 10 4 1
donc : p(X = x;) 5000 5000 5000 2000
2) E(X) =2 x(-2) + —— X 48 + — x 198 + — x 1198 = —>
2000 2000 2000 2000 4
Le gain moyen que peut espérer un joueur est de —0,75 €.
L’espérance est négative donc le jeu n’est pas favorable aux joueurs.
3) Soit x la somme rapportée par le plus gros lot.
Le jeu est équitable lorsque :
, . 4. 1985 10 4 1
E(X) =0c’est-a-dire—X (=2) + — X484+ —%x 198+ —X (x —2) =0
2000 2000 2000 2698 20{)0
c’est-a-dire ——+—Xxx-2)=0
2002%98 2000
c’est-a-dire X =X 2000 + 2 = 2700
Ainsi, le plus gros lot doit rapporter 2 700 € afin que le jeu soit équitable.
Exercice 2 0,6 B
1) P(ANB) =P(4) x P,(B) = 0,9 x 0,6 = 0,54 A
= . “y . ' . 019 R
2) A et A constitue une partition de 'univers {2 donc 04> B
d’apres la formule des probabilités totales on a :
P(B)=P(AnB)+P(BNA)=054+0,1x08=0,54+ 0,08 = 0,62 08 B
3) P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) = 0,9 + 0,62 — 0,54 = 0,98 01> 7 <
_ P(4nB) _ 054 _ _
4) Pp(4) = P(B) 062 0,87 0,2 B
Exercice 3

a. Voila I’arbre pondéré traduisant la situation de I’exercice :

b. P(C nHs)=Py, (C) xP(Hs)=0,3x0,4=0,12.
La probabilité que 1’arbre choisi soit un conifére acheté chez
I’horticulteur Hs est de 0,12.

c. Hi,H2etHsconstitue une partition de I'univers 2 donc
d’apres la formule des probabilités totales on a :
P(C)=PH1nC)+PH2nC)+P(H3~C)=0,35x%0,8+0,25x% 0,5+ 0,12 = 0,525.
La probabilité de 1’événement C est donc bien égale a 0,525.

d. On cherche Pc(Ha).

P(HLNC) 0,35x0,8
P(C) ~ 0525

Pc(Hy) = ~0.533

Sachant que I’arbre choisi est un conifere, la probabilité qu’il ait été acheté chez I’horticulteur Hi est

donc environ égale a 0,533.
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